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RESUMEN

El objetivo de este articulo es el de presentar cuatro definiciones de la variable
aleatoria real logistica generalizada equivalentes, basdndonos en variables aleatorias
reales continuas.

La primera se contempla en (1, 2) y estd basada en la Ley de Gumbel. La idea de
la segunda esta recogida en (3, 4) y basada en la Ley Rectangular. La tercera y la
cuarta definicién estan basadas en la variable aleatoria real de Weibull y en la variable
aleatoria real de Laplace-Gauss, respectivamente. A partir de las tres tltimas defini-
ciones de la variable aleatoria logistica generalizadas deduciremos sus densidades.

INTRODUCCION

La presentacién de cuatro definiciones para la variable aleatoria real logistica
generalizada no ha sido puro capricho, sino debido a que dicha variable constituye
—en si{ misma— una herramienta de gran interés, dadas sus aplicaciones no s6lo en
la ingenieria de la demanda (penetracién en el mercado de un nuevo producto), sino
también en las ciencias de la naturaleza (crecimiento de poblacién, aumento de peso
en animales). Mientras que las tres primeras definiciones son DIRECTAS, la cuarta
es GENERAL ya que, de ella, se deducen tanto variable aleatoria real logistica gene-
ralizada como la variable aleatoria real Z de Fisher. Hemos de indicar que, en cuanto
concierne a la definicién convencional —ya establecida desde hace tiempo— tan sélo
hemos encontrado la deduccién de la densidad de la variable aleatoria real logistica
en (1, 2, 5) y de la variable aleatoria real logistica generalizada en (1, 2).

Las tres nuevas definiciones que proponemos de la variable aleatoria real logistica

generalizada estdn basadas en la variable aleatoria real Rectangular (3, 4), variable alea-
toria real de Weibull (6, 7, 8, 9) y, en la variable aleatoria real de Laplace-Gauss (6).
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En dltima instancia, indicamos que para la realizacién de este articulo hemos
utilizado la funcion indicadora para expresar la densidad de las variables aleatorias
reales, salvo en el caso en el que el dominio de variacién es R.

A titulo informativo apuntamos la creciente utilizacién de dicha notacién (1, 2, 5,
6, 7, 10, 11, 12).

Una definicién —relativamente reciente— didéctica de la funcién indicadora se
encuentra en (12).

DEFINICIONES DE LA VARIABLE ALEATORIA LOGISTICA
GENERALIZADA
Primera definicion

La primera definicion estd contemplada y deducida su densidad en (1, 2). Por
consiguiente, nos limitamos a exponer su definicién y su densidad.

Sean X e Y dos variables aleatorias reales independientes que siguen la Ley de
Gumbel (13, 14)

X - Gum (0,1) Y - Gum (0,1)
de densidades

f=e® ¢ e R

fm=eV =)y ek

La variable aleatoria real logistica generalizada la definimos de la siguiente
manera

L=a+B(X-7) (0 € R B>0)

La densidad de la variable aleatoria real logistica generalizada es:
_[le=a
1 e ( B ]

1, (4 ;0uP) = leR
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Observacion de interés

Las densidades de las variables aleatorias reales Logistica, Cauchy (0,1) y Lapla-
ce-Gauss (0,1) son simétricas respecto al origen y se verifica

[l - FL(l)] > [1 - FC(O,I)(X)] > [1 - FLG(OJ)(V)] , I=x=y
Cuando l=x=y=1:

1 - F,(1) = 026894 1 — Fep, (1) = 025000 1 - F,g, (1) = 0,15866

Segunda definicion

Mientras que la primera definicién se encuentra en (1, 2), la idea de la segunda
definicion surge de la lectura de los libros de Degrave (3) y Lapresté (4). Por consi-
guiente, dado que no se contempla integramente su definicién y su densidad en nin-
gtino de los libros consultados procederemos a ello.

Sea X una variable aleatoria real que sigue la Ley Rectangular

XoU [—1,1]

de densidad

1
fx(x)zz ]I[—l,l](x)
La variable aleatoria real logistica generalizada la definimos de la siguiente ma-
nera:

L, =0(+[310g8(1+—§J (e R,B>0)

Demostracion de la densidad
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Por lo tanto,

Aplicando la regla de la cadena (15) y operando, convenientemente, llegamos al
siguiente resultado

£, (zoB)=

Tercera definicién

Asi como la primera definicién se encuentra integramente en (1, 2), la segunda
surge de la lectura de los libros (3, 4), la tercera no se contempla, al menos, en la
bibliografia utilizada para la realizacién de este articulo.

Sean X e Y dos variables aleatorias reales independientes que siguen la

Ley de Weibull (0, 0,1) (6, 7, 8, 9)

de densidades:

e ® T+ ) , 0 (pardmetro de escala) > 0

D~

fx(X;e) =

]
e T+ , 0 (pardmetro de escala) > 0

f,(»70) =

D=

La variable aleatoria real logistica generalizada la definimos de la siguiente ma-
nera,

L, =o+Blog, (%) (e RB>0)
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Demostraremos que su densidad es:

1 e _(%)

£z 0B)=

Demostracion

La demostracién la realizaremos en dos pasos.

Primer paso

Deduccién de la siguiente expresion,

ng(lg;a’B) = %e[ P

donde,

como mostramos a continuacion:

0B _ X\, |
FLg(lg,a,B)—P(Lgszg)—P[oc+Bloge(Y)gz }
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Por consiguiente,

F (;0.B)=F, e(l%u]

Aplicando la regla de la cadena (15) y operando, convenientemente, llegamos al
siguiente resultado,

)L
) _1 s
ng(lg,a,B)—B e m
2. Deducién de la densidad de
Vl
Para proceder a la deduccién de la densidad de
v,

haremos uso del:

e Teorema fundamental de transformacion de vectores aleatorios.

e Método de la variable auxiliar.

Dado que, el tratamiento tanto de la transformacién de vectores aleatorios como
del método de la variable auxiliar, se realiza, por un lado: con todo rigor (5) y por
otro, de forma did4ctica pero sin pérdida de contenido matemético (16, 17) nos limi-
taremos a utilizarlos —convenientemente— para nuestro desarrollo, tal como mostra-

remos a continuacion.

Partimos de dos variables aleatorias reales, siendo una de ellas una variable auxi-
liar. A efectos de cdlculo se puede considerar como variable auxiliar.

V,=Y obienV,=X

Nosotros ulilizamos la primera opcién

V, = Y (variable auxiliar)
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Dado que el dominio de variacién de X e Y es:
XERT y ER"

eldeV,yV,es:

vV ER" vyER"

En nuestro caso concreto, la transformacién inversa de

V=9 (x,y) =

< | =

V, =@, =y
es
x=0,(v,v,) = v, v,

y=0,v,) = v,

Dicha transformacion inversa es biyectiva para todo

(x,y) ER"xR"

y admite como Jacobiano

ox ox
dv, v
J| 22X |=Dpet| ! 2 l=per| " M =V,
Vi>V2 9y 01
dv, v,

Haciendo uso del teorema fundamental asociado a la transformacion de vectores
aleatorios, ya podemos transformar

fx,y (x, ¥;0) en gv]’ v, vy, v 0)

En nuestro caso concreto, la expresion matemadtica que nos permite dicha trans-
formacién es

f;/l’vz(vl’vz;e):fx,y(x:q)l Vv)y=96, (v) | J(%] |

Por consiguiente, la pareja de variables aleatorias reales

Vi, V)
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tienen de densidad conjunta

1+v;
e

1,

7 ) g xR V5 vy)

Jos v, ,1,30) =

Asi pues, la densidad marginal de

calculada de la siguiente manera

ﬁfl(vl):_’:mfvl’vz (,1,30) dv,

€S

fu )= TR )

1
(1+v1 )2

De lo que se deduce —facilmente— la densidad de

1
£, U0y = = ———— 1,
B[ (*;‘J]
I+e

Esta forma de expresar la densidad de la variable aleatoria real logistica genera-
lizada se encuentra en (6, 14, 18).

Otra forma de expresar la densidad de la variable aleatoria real logistica genera-
lizada es

ng(lg;OL,B)Z

Esta forma se encuentra en (1, 2, 13).
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Y, finalmente, otra forma de expresar la densidad de la variable aleatoria real
logistica generalizada es

£ = L oseart [0 1er
7, (130 —4[3 sec B A

Esta forma se encuentra en (13, 14).

Cuarta definicion

Esta definicién tampoco estd contenida en la bibliografia contenida en nuestro
articulo.

Sean Xj (j =L...,n)) variables aleatorias reales
independientes que siguen la Ley de Laplace-Gauss de media 0
y desviacion tipica ¢

Sean Y, (k =1,...,n,) variables aleatorias reales
independientes que siguen la Ley de Laplace-Gauss de media 0
y desviacion tipica ¢
Las variables X; G=L.,n)eY, (k=1..n,)

son independientes

Definimos una nueva variable aleatoria R J
de la siguiente manera:

Lm 3

J=0o+f log, | = (ae R,B>0,0€R))

de densidad

. 0" n .
1,:6,0,B) = JER
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Observacion
Cuandon, =2, n,=2y 0 =1
la variable aleatoria R J se convierte

en la variable aleatoria N L:

i

=1

L,=a+plog, =
YkZ

k=1

Cuando o.= 0, BZ%yOZI

la variable aleatoria R J se convierte

en la variable aleatoria R Z de Fisher :

Demostracion

Sean S, W'y R, tres variables aleatorias reales
definidas de la siguiente manera

Jj=m k=n,
S=YX W=YY R=—
j=1 k=1

Partiendo de la definicién de la funcién de distribuciéon de J y operando, conve-
nientemente, llegamos —sin dificultad— al siguiente resultado

dF, |0 e ()
" n

2

0 n L2
f,Gi8,0.B)=— —Lel P
! B n, drl
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tal como mostramos a continuacion

Fj(j):P(JSj):P|:oc+Bloge (%%%JS}']:
1

o3 <om [¥))op( s (), o 7]
W 1

n, n, n,

Por lo tanto,

F()=F, o7 )
n

Aplicando la regla de la cadena (15) y operando, convenientemente, llegamos al
siguiente resultado,

On e
f(j;O,oc,B):——'e b
! B n, dr,

Por consiguiente, para deducir la densidad de J es necesario conocer la densi-
dad de

S
R =—
w
Dado que para deducir la densidad de

Rl

es necesario conocer las densidades de S y W, nos disponemos a deducir una de ellas,
ya que la otra es la misma.

Deducion de la densidad de S

Para la deducién de la densidad de S procedemos a la siguiente manera.

1. Deducion de la densidad de
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Partiendo de la funcién de distribucién de
Sl

y operando, convenientemente, llegamos —sin dificultad— al siguiente resultado

1
N
1
tal como mostramos a continuacion

Fy (s)=P (S, <5)=P(X] <5)=
=P(=\s <X <5 )=2F (V5)-1
Por lo tanto,

Fy (s)=2F, (\fs)-1

Aplicando la regla de la cadena (15) y operando, convenientemente, llegamos al
siguiente resultado

dF, (s
I (s1;6)=%#

1

Por consiguiente,

5
fs (SI;G):LLefﬁ 1. (s5,) .C€R,
s o
2. Caélculo de la funcién caracteristica de
Sl
Partiendo de la defificiéon de funcién caracteristica de
Sl
y operando, convenientemente, llegamos —sin dificultad— al siguiente resultado
1

Qs ()=—""""
[1 - (20%)1']5
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tal como mostramos a continuacion
iS, oo i . _
o, )=E[e’ l]zjo ¢ f (5:0) ds, =

oo
J' is,
0

Sy

—1 —] Gzisl

= 1 J‘(:oosl Ze 262[ (2 t)] Cis
2T G

S

e 2" ds, =

Ya que, la funcion subintegral es una funcion holomorfa, podemos resolver la
integral como si fuera una funcién real, aplicando el siguiente resultado

0 h

Asi pues,

Por consiguiente,

1

[1 (20%)i ];

Py, (n=

3. Calculo de la funcion caracteristica de
S
Partiendo de la definicién de funcion caracteristica de
S

y operando, convenientemente, llegamos —sin dificultad— al siguiente resultado

()= ——
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tal como mostramos a continuacion

. = J=n o
‘Ps(’)=E[e"S]=E( itZXf}HE(é“fﬁ
e Jj= Jj=1
1

Por lo tanto,

1
Ps(t)=———r

[p@&mP

4. Cilculo de la densidad de S a partir de su funcién caracteristica
Partiendo de la definicién de funcién caracteristica de
S

y teniendo en cuenta el siguiente resultado

1
Ps(t)=—————

se obtiene

teo its . 1
Le f, (5:0) ds =

ﬂ
p4mwy
La densidad de S se puede calcular de dos formas:
1. Haciendo uso de la variable compleja (Teorema de inversién).

2. Haciendo uso del siguiente resultado

J'*“xp—le—hx dx=r(p),p>0
hP

0
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Obviamente nosotros utilizamos la segunda opcién por considerarla mds simple
que la primera.

La estrategia a seguir el la siguiente:

Si hacemos

h=1-Q2c%)i vy p=%

la férmula

1 Jﬁmxpfle"“dxzi
L(p) ~° h*

se convierte en

1 J-mx%fl —[1—(202t)i]x drm 1

e =

Haciendo el cambio de variable
20°x = §

y operando, convenientemente, llegamos —sin dificultad— al siguiente resultado

s
n-1 23
oo . st e 1
J. e™ ds=

0

n

r(’;)zg o"  [1-(20%)i]?

De lo que se desprende,

srg_leEo2 §
fs(50)=————— T(9) ,C€R
r‘(nIJZZ 0”1
2
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Actuando de la misma manera que hemos hecho con S, se deduce la densidad
de W.
W €T . .oeR

nz] n

Observacion

Sioc=1
S = % de Helmert (1875) (19)

W — Xiz de Helmert (1875) (19)

5. Deducion de la densidad de

Para proceder a la deducién de la densidad de

g oS
w

haremos uso del:

e Teorema fundamental de transformacion de vectores aleatorios

e Método de la variable auxiliar.

Nos limitamos a utilizarlos, convenientemente, para nuestro desarrollo, tal como
mostramos a continuacion.

Partimos de dos variables aleatorias reales, siendo una de ellas una variable au-
xiliar,

s
W
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Dado que el dominio de variacién de S y W es:
SER" y wWER"
el de R,y R, es:
r, € R” y rn€R"

En nuestro caso concreto, la transformacién inversa de

nL=0, (s,W)=%

L= W) =w
es
s=0, (r,r)=rnr,
W=2¢,(r)=r
Dicha transformacién inversa es biyectiva para todo
S, W)y e R"xR"*

y admite como Jacobiano

a o
or 9
J W2 Det " " = Det R =r,
oty v Iw 0 1
or, or,

Dado que se verifican las condiciones del teorema asociado a la transformacién
de vectores aleatorios podemos transformar

fsw (5, w30) en le, R, (r,,1,;0)

En nuestro caso concreto, dicha transformacion se calcula haciendo uso de la
siguiente expresion:

for G130)= fry [s=0, (1) w=0, ()] | 7|22

1hh
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Por consiguiente, la densidad conjunta de
(R, Ry)

€S

b
1 moy 72722(1“1)
72 G

‘f;elst (ri’rz;c)z n+n 1
| 2r[% 2 ¢
2 2

A partir de la densidad conjunta de
(R, Ry)
podemos calcular, sin dificultad, la densidad marginal de
Rl

de la siguiente manera
oo
£ =] fon, Gors0) d;

Sustituyendo la densidad conjunta de
(R, R)
en la formula que nos permite calcular la densidad marginal de
Rl

llegamos, sin dificultad, al siguiente resultado

le(rl):

Observacién
Mientras que en la densidad conjunta de

(R, R)
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interviene el
en la densidad marginal de

no.
Finalmente, teniendo en cuenta el siguiente resultado

dF, |0 e ()
! n

2

dn,

L(j;e,oc,m:%ﬂe "

n,

llegamos —sin dificultad— a la densidad de J

CONCLUSION

Entre las cuatro definiciones que proponemos de la variable aleatoria real logistica
generalizada, la cuarta es la mds interesante puesto que, de la variable aleatoria real
J se deduce: no sélo la definicién de la variable aleatoria real logistica generalizada,
sino también la de la variable aleatoria real Z de Fisher. Por consiguiente, como
resultado del desarrollo de este articulo se desprenden cuatro definiciones equivalen-
tes para la variable aleatoria real logistica generalizada.

Primera definicion

Sean X e Y dos variables aleatorias reales independientes que siguen la Ley de
Gumbel

X - Gum (0,1) Y - Gum (0,1)

de densidades

fi (@) = e® x €ER

fi=e"  yER
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La variable aleatoria real logistica generalizada la definimos de la siguiente ma-
nera

Li=o+BX-Y),(@€R, B>0

Segunda definicion
Sea X una variable aleatoria real que sigue la Ley Rectangular
X-U|-11]

de densidad

1
Jx(x) :5 gl [_1’1](x)

La variable aleatoria real logistica generalizada la definimos de la siguiente forma

L, =o+Blog, (1+—§) (e R,B>0)

Tercera definicion

Sean X e Y dos variables aleatorias reales independientes que siguen la Ley de
Weibull

X - W (0,,1) Y - W (0,6,1)

de densidades

7 (x;e)=%e"6 1. (0 ,8eR

_2 .
Ji(y;e):%ee T 0 .0€R,

La variable aleatoria real logistica generalizada la definimos de la siguiente ma-
nera

L, =o+Blog, (g],(ae R, B>0)
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Cuarta definicion

Sean X, y X, dos variables aleatorias reales
independientes que siguen la Ley de Laplace-Gauss
X, - LG (0,0) X, - LG (0,0)
de densidades

RIERE
fy, (x30)= L, 2["] x, € RCER,

2no

1(x
1 722

2l
2no

Jr, (%,30)= ] x, € R ceR

Sean Y, e Y, dos variables aleatorias reales
independientes que siguen la Ley de Laplace-Gauss

Y, > LG (0,6) Y,- LG (0,0)

de densidades

L(n

2o

LA eroer
;0) = e e R 0eR,
Jy 01:0) N Y

L(»n

1 nf .
Iy, 3,30)= e’ ] y,€ R,GER,

2o

(X,, X,) son independientes de (Y, Y,)

La variable aleatoria real logistica generalizada la definimos de la siguiente
manera

=1
L ,=a+Blog, |5 ,(ae R, B>0)
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